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具有边界条件线性假设的检验问题

孙法省 , 刘民千
南开大学 数学科学学院 , 天津 。。。

摘要 对于正态线性模型的一般线性假设 ,讨论了实际中经常遇到的具有边界条件的线性假设的检验问

题 ,利用几何投形工具得到了检验统计 该方法比一般的代数方法要简单 ,

关工询 约束最小二乘解 ,边界条件 ,似然比 , 正交投影 ,矩阵广义逆
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引 言

线性模型是现代统计学中应用最为广泛的模型之一 ,也是其它统计模型研究及应用的基础 ,其理论发

展已比较成熟 ,在实际中也得到了较广泛的应用 通常我们考虑的都是正态线性模型

夕 , 一从 , , ,

其中 为 的观测向量 , 为 , 的设计阵 , 一 镇 ,夕为 的未知参数向量 ,。为二

的随机误差向量 , 护 ,这里 表示矩阵 的秩 对于这类模型的一般线性假设 月 ,其中

、户 一 ,才 ‘ 仁才 ,即 月为 个线性无关的可估函数 ,这里才 表示由矩阵

的列向量张成的子空间 ,我们有检验统计量

。一 ,

,八 一

其中

, 夕一 夕 ’,户 ‘ 一 ‘少,

少一 夕。 ’,夕。 户一 ‘犷万‘万 ‘犷 ‘一‘夕
如果线性假设 月一 。成立 ,则 一 ,这里 一 表示自由度为 , 一 的 分布 这个结论在许多

文献中都可以找到 ,如文献 〕类似的问题也有不少人讨论过 ,见文献 一 〕

但是 ,我们经常会遇到这样的间题 ,即求模型

才,
卢

夕 , , ,。 ,

二 ,

, 二 , , 、一 ‘。二, 、。 , ,。 一 一 、, 一 一 , ,‘ , 。其 甲 , 以 监 石少仕城 饪很议 月 娜侄扭扰 夏 ,即仕到米宋什 ‘

条件 月一 。的检验统计量 ,这里仍要求 训浮 , 仁‘璐 ’ 我们把约束条件

下 ,再加约束

, 一 吸入 乙 刀 , 乙厂

称为边界条件 但是 ,在下面的证明中我们只要求

, 〔入 一 石 , 卢
乙

很明显 ,模型 是模型 在条件 下的特殊情况 对于该问题 ,可以将其转化为无约束的线性模型

区抽 目朋 乙 了一 一
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见文献 」 ,也可以利用矩阵的广义逆求出约束最小二乘解 ,然后构造检验统计量 见文献〔」 ,还可以

利用简约模型求检验统计量 见文献〔〕 由于约束最小二乘解的求解比较麻烦 ,所以检验统计量的推导

比较复杂 我们尝试利用几何投影的方法来推导它的检验统计量 ,相对于上述代数方法要简单的多

主要结果

记参数 尸 ,口 ‘,则 的似然函数为

。, 一尸, ,, 一 一’口一 卜乡 ,一“”,·
设在模型 下参数 的约束极大似然估计为久一 风 ,云劲‘,其中趁一 一 夕 ’, ,在模型

二夕明份石浮沪
了、、
尹 , 。 ,‘ ,

,

,

下参数夕的约束极大似然估计氏 ,姗 ‘,其中 下面来导出似然比

禹 ,姗 刃
一 一云两石获万 一

一 入 ’
一 几 ’

百 旦互鱼了

若按照一般的代数方法推导模型 在线性假设 月 下的检验统计量将很麻烦 ,因为约束最小二

乘解的求取及其表达式都很复杂 ,当然是可以求出来的 ,为了对比 ,在引理 中对它们的求解作了部分说

明 为此我们转换到从几何投影角度来研究该问题 下面先看一下引理

引理, 军
少一 夕

一
的解为夕一 一 一石 一 一 ‘ , ‘ , 一 一

证明 利用 乘子法 ,构造辅助函数

夕挤 一 少一 夕 又, 夕,

其中又为 乘子 将该函数关于夕和 又求微商 ,并令所得微商等于零 ,得到

‘ 夕 ‘几 ‘少,

夕一

一一

召又‘

根据镶边矩阵广义逆的结果 见文献「〕中定理 ,我们有
, ,,

兰芝 一

一
一 一 ‘ 一乙 一 一 ‘

一 一 一 一

这里 ‘ , 一 于是我们得到夕的解为

夕 一 一 一 一 ‘

⋯ 二 ‘ 一 , 了注 此处 是任意的 ,不需满足 爷
法 ‘产 羚 一‘ ’山瓜“节’‘,’四’网传‘一 ‘一、‘“‘ ’‘“、一, ’

幻这里还需证明方程组有解及验证夕在条件 夕 下的最小性 ,这些可以参阅文献【 〕,

由上面可以看出夕的表达式很复杂 ,如果再加上 夕 这一线性假设 ,则要更复杂的多 因此先求
约束最小二乘解 ,再来推导检验统计量的方法是非常麻烦的

引理 夕 夕 ‘璐 ‘土

证明 要证两集合相等只需证两集合相互包含 任取 夕任 夕 月 ,由于 尹 ,所以口

滩 ’ ,因而存在夕满足月 ’夕, ,即 夕 ’夕, 冰 ’ ,由 夕的任意性知 夕 夕 互
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州尸 石上

另一方面 ,任取 。任才 石‘ ,则存在 ,使 。一 石上 , 令 ’上口 夕 ,则 。 夕 ,且 夕 ’上气

,所以口 夕 夕 由 的任意性知 尹 尹 卫叼撼 石
综上可知 尹 夕一 ‘滋 石土 证毕

从几何意义上看 夕为 向子空间 夕 夕一 上的正交投影 ,由引理知 ,即是在蔗 石上上的正

交投影 从而我们可以把 夕表示成 夕二尸对 ,这里
, ‘ 一 ‘

是向‘璐 上的正交投影阵 于是

乙 一 几 ’ 丫 一尸 ,

同理

材

其中、一丘 由式 , ,

夕, 尸百 ,

少一 几 ’ 少, 一尸杯上少,

,令 丫 “杯 一‘, ,则
, 一
一

显然 , 仅依赖于双 ,且为 权 的严格增函数

定理 对模型 ,设 夕为 个线性无关的可估函数 ,即‘澎 , 仁口矿 尸 , 一 对于由

上式 , 和 分别给出的 , 和 ,我们有

护欢 ,其中 三一,表示自由度为 一 的中心 护分布

且在线性假设 月一 下 ,下面的结论成立

三一《一

, 一 口赚 且与 相互独立

二。一 ,其中 一 ,表示自由度为 , 一 的 分布

证明 由正交投影阵的定义 ,可知 一尸对 是对称幕等阵 ,从而

一 ,一 一 ‘ ,

,
尸‘工一 乙一 乙,

一

由引理 知 一尸 ,上 ·夕一 ,于是由文献【 〕中关于护分布的结论知 口欢一

同理可证

由式 和式 ,得 , 一 少‘ ,、一 。二, 夕显然 犷 ‘ ‘土 仁侧 比 ,从

而尸 ,、 尸 二二 二尸 二二 一尸 , 尸兹 ,进而

,、一 ,二 乡 , 一 ‘ ,, 一 。。,止· 二 头 ,二

,上一 刀尸 山一 刀。,土 ,, ,

,上一 刀尸 二 ,

即尸 ,‘一尸 二二 是对称幕等阵 又

、一 。二。, ‘ 一 刀尸止 ,

’ 乙‘ , 一 匕〔乙 胶 入 ,
乙

‘ , , ,二 。二 、
“八’‘,土’一 人‘‘ 月”一 万

一 一 一 ,
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因而 , 一尸 二二功 口一 ,于是有 一 口赚 又因为

尸 性 一 尸 刀尸户 一 尸 ,上 一 ,

所以利用文献〔」中关于正态分布的二次型的定理 可得 一 与 相互独立

由结论 一 及 分布的定义可直接得出 定理证毕

定理 给出了模型 下线性假设 夕一 的似然比检验统计量及其分布 ,即

一
一 ,,一 ·

依似然比检验原理知 ,对于给定的显著性水平 ,若 , ,一 ,则拒绝假设 月 饥若

镇 ,。一, ,则接受假设 夕二 ,这里 , ,二一 表示自由度为 , 一 的 分布的上侧 分位点

注定理的证明中仅要求 泛一二十 ·在一般情况下,则常取“为边界条件‘,·
例 子

下面把上一节得到的结论应用到单向分类模型

倾久十’
白代一 ,

心 ,

一 ,一 , , 一 ,⋯ , ,

的假设检验中 ,推导出在线性假设

一

下的检验统计量

对该模型 ,把它与模型 相对应 ,我们有

少一 , ⋯ , 。,⋯ ,扎 , ⋯ , 动 ’, , ⋯ , 。, ⋯ , , ⋯ ,

““
‘ 。

一卜 ⋯⋯’尹一‘“‘’“”””,‘’“一“’‘””’‘,“‘’
。 。‘、。

而线性假设 对应有

一

。
一

。、,
这里矩阵 和 中空白处元索全为零 , 一 , 一 一 利用前面的结论 ,即得检验统计量为

, 一 一
乙 一 。一 ,动一。,

其中

也即

,一 习 又一 歹二’, 乙一
口

习习 势,一又 ’
‘

一 小 小 一 石工一丽白自少’夕·’一自少叮 , ⋯ , ,
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艺 又一 歹二’“一
寸头厂一一一一一 —
习习 ,‘,一又 ’ 一
一 尹

这样 ,对于给定的显著性水平 ,若 凡一‘一。 ,则拒绝线性假设 ,即拒绝 。 几

··一 几 ,若 簇凡一叻一。 ,则接受该线性假设 ,这里凡一 ,‘一。 表示自由度为 一 , 一 的 分
布的上侧 口分位点

注意到本例中的约束条件 为边界条件 ,满足式 由检验统计 的上述推导过程可以看到 ,

对于具有边界约束条件的假设检验问题 ,本文所给出的几何投影的方法克服了传统的代数方法在辅导上

较为萦琐的缺点 ,是比较容易实施的
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