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摘 要 本文把 水平因子的平方和分解成相互正交的 一 个对服的平方和 这样总变差平方和就可

以分解成 个部分 包括残差项 然后又将该分解方法推广到了多因子的情形
,

并通过因子平方和的分解

找到了多因子交互效应对应的对照向量
,

这使得多水平因子文互效应的计算和解释更加容易
,

也为方差分析

带来了更多的方便 最后给出了几个应用示例

关锐词 正交对照 因子平方和 总变差平方和 方差分析 正交表

主肠分类

中图分类
·

引言

方差分析模型是应用非常广泛的一类线性统计模型 这种模型多有一定的试验设计背
景

,

因而也称 试验设计模型 对于这种模型
,

有两种常用的统计分析方法 第一种方法是将
数据总变差平方和按其来源 种因子

、

交互作用及随机误差 进行分解
,

得到各因子
、

交
互效应及误差平方和

,

接下来的统计分析是基于各因子平方和与误差平方和大小的比较
,

这
种方法叫平方和分解法 氏 第二种方法则是把方差分析模型看作一般的线性统计模型去分
析 一 本文将采用另一种方法

,

即将数据总变差平方和分解成相互正交的多个对照的平
方和

,

这给方差分析带来了方便 另外
,

通过研究交互效应对应的对照平方和及对照向量可
以更方便地解释和计算多水平因子之间的交互效应

,

使多水平情形交互效应的解释与计算
和两水平情形类似

本文后面的内容安排如下 第 节讨论单因子情形因子平方和的正交对照分解 第
节则把该正交对照分解推广到多因子情形

,

主要以两个因子为例来说明如何利用正交对照
分解因子平方和

,

进而分解总变差平方和 第 节是应用示例
,

分别考虑二水平
、

三水平及
混水平情形两因子平方和的正交对照分解 最后一节是小结

单因子情形

我们首先考虑单因子情形因子平方和的正交对照分解 令 玩 为元素全为 的 向
量

,

称满足
二 二 的向量 为 对照向童 下面这个引理是因子平方和分解的基础

引理 任给
” ,

存在单位向量
,

⋯
, 。一 〔 玖一 。 。 二 岭一 称

为 对照向圣空间
,

使得

‘ , “ ⋯
‘。一 ‘。 “ ,

本文 年 月 日收到 年 月 日收到修改稿
冲
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其中以 而
,

而
,

⋯
,

而
,

‘

证 取
, ,

⋯
,

侃一 为 蛛一 中的一组标准正交基
,

则

‘。 一 乞 夕,

葱旁么
且 以

,

葱二 , ,

⋯
, 一 , 二 , ,

⋯
, 一

记
, ,

⋯
,

气 , ,

口
,

勿
,

⋯
,

侃 ‘ , ,

⋯
,

己。 , ,

则显然
为正交阵

,

且 口,, 另一方面 口, 口, ⋯
己。一

定义

于是 己 ⋯ 卜 己。
证毕

对线性统计模型

如 拼 “ ,
,

亏 二
‘

葱 , ,

⋯
, , , ,

⋯
, 幻

诸 ￡‘、 肾 、

称因子诸效应的一个线性组合 。 二 艺
云

也即向量
, ,

⋯
, 。。 ‘

为 对照向蚤

文 见【
, , ,

」

几 为一个 对照
,

如果它的系数满足约束 众

‘

若两个对照对应的对照向量正交则称这两个对照 正

由 拼‘ 二 拼 几 可知对照又可表示为 。
艺 脚 由于 风 二 认 是 拜‘ 的一个无偏估计
云

本文中凡是涉及到 , 的记号
,

从。‘ ‘ ,

所以 众玩 就是对照

横代表求平均
,

点代表求和
,

如 认一 扒 “
‘

。 的一个无偏估计 由模型的假定可知
,

在等重复情况
,

不妨设重复次数为 仇
,

该估计服从正态分布
,

尹 艺绪 在不等重复情况
,

它服从正
‘

态分布
,

尹 诸 ‘ 因此下面的对照平方的定义 是合情理的
‘

定义 对照 的平方 定义为

等重复情况

不等重复情况

注 当 艺‘ 拼‘ 二 成立时
,

尹 服从自由度为 的 扩分布
云

定理 设单因子 的线性统计模型为
,

其中 ⋯
。 二

,

则因子 的平方

和 为 二 。 认一 万
二

可以分解为 一 个相互正交对照的平方之和
云

证 令 玩
,

巩
,

⋯
,

玩 由引理 可知
,

存在单位向量 份 ‘ , , ,

⋯
,

灿 〔

凡一 ,

‘ , ,

⋯
, 一 ,

使得 艺 ‘ 己
,

其中
。

而
,

⋯
,

而
‘

·

‘
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于是 一 己 己‘ ,

即
云

一从

。

艺口

一

口‘
·

卜
一夕

。

艺阁

从而

为 一 艺帆一 ,

云

口一

一 艺 。‘。
·

云

一嗜酬
’一

一‘ 一
艺。 ,马

·

‘ 一 艺
。 , 、

‘

艺
·

乙
,

其中后一个等号利用 为单位向量得到 所以

一 ,瓦
心 二 艺

、

共址 一
‘一 ,

置得

一

一
艺

, ,

其中后一等号由对照平方 的定义得到 证毕
上面证明了有 。 个水平的因子 的平方和可以分解成 一 个相互正交对照的平方

和
,

这 一 个对照可以根据不同需要进行选择 例如
,

若某试验者想检验一下两种新生
产方法和原来的旧方法哪一种更好

,

则可设生产方法这个因子为
,

它有 个水平
,

其中
水平 为原来的生产方法

,

水平 和 分别代表两种新方法 对本问题可取正交对照为
一 , ,

’ 而 和 二 , 一 , ‘

而
,

其中对照 可用来比较原来方法的效应和两个

新方法的平均效应是否相等
,

而对照 可用来比较两个新方法的效应是否相等
基于定理

,

有 个水平的单因子 的方差分析可以归结为以下几步

找到感兴趣的 一 个单位正交对照向量
,

由 计算出

由 又 占汤 一 孔 计算出残差平方和
,

其中 衡 二

变差平方和

进行有关的分析

从 , 一 双 为总

一

由定理
,

肠 二 孔 二

云

‘, 瓦

全喝 ,
又 若记

一 , , ·。
,

。 艺、马
‘ 一 。, ‘。

,
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又知 , ‘ , 一 , ‘

斋
。。 ‘ 。 ,

,

则

, , 。一 , ,

牛
。。 , 。 , 十

岁
, ,

, ‘ , , ,
。 。

仍 置

令 蠢
‘ 二 ,

则有

。‘ , 一 艺 , ‘ ‘。
, 一

义
,

重
,

口仇 一 口 ,

葱
,

⋯
, 一 ,声、、

一一

这样总平方和按其来源就分解成了三部分 截距平方
、

因子对照平方和
、

误差平方和
,

并且三部分是相互独立的

多因子情形

为了把定理 的结果推广到多因子情形
,

我们需要下面的引理
引理 设 自 , ‘ ,

⋯
, ‘ 。 , ,

‘二 , ,

⋯
, ,

为 个两两正交的单住少寸照向量
,

勺 匀
,

匀
,

⋯
,

匀 , , , ,

⋯
, ,

为另外的 个两两正交的单位对照向量
,

记下面三

类向量

矶 ‘ 一

未
。 ,

一 。
,
。 ,

一 。
,

一 。

一
。· 括号“针 、 重复 次 ,

巧 兀 一

去,
,

一
,

、
,

一
,

一 、
,

一 , 括号内针
、 重复 · 次

巧 乌 ‘一 。二 句匀
,

⋯
,

印 。 , ,

⋯
,

勺。 ,

⋯
, , , ,

⋯
, 众。匀。 ‘ ,

其中葱二 , ,

⋯
, , , ,

⋯
, ,

则这 十 个向量是两两正交的单位对照向量
证 下面的 和 证明它们为单仁以寸照向量

,

而两两正交性则由‘ 和 勺 都是两两

正交的单位对照向量易得
由‘ ,

的定义易切汉寸 〔 ,

有 二 ,

且
‘ 。

·

对 〔 巧
,

不妨设 乌 ‘一 。 , ,

⋯
, , , ,

⋯
, ,

则由 和 勺 都
是单钧以寸照向量

,

易知

峨 曦 ⋯ 曦 考 条 ⋯ 水
,

‘ 。 , ⋯ 。 勺 , ⋯ 勺二

证毕
由该引理我们可知 竹 巧 中的向量是两两正交的单位对照向量

,

于是我们可以
把定理 中关于单因子平方和分解的结果推广到两因子的情形 事实上

,

我们容易利用上
面的方法把定理 推广到多于两个因子的情形 下面我们以两个因子为例来说明如何利用
正交对照来分解因子平方和

,

进而分解总变差平方和 设两个因子的线性统计模型为

如 、 拼 场 谓 衬 句
,

诸 。。 想万
, 。 ,

,

⋯
, , 一

,

⋯
, , ,

⋯
,

。
,

其中两个因子分别记为
, ,

它们分别有 与 个水平 具体步骤如下
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第 步 找到我们感兴趣的对照向量
由引理 得到单位正交对照向量

, ,

⋯
, 众 ‘

与 , , , ,
,

⋯
,

,‘ ‘

与丙
丹‘声

‘ ·

, , , ”
’ ·

, 众 ,
’

兀 二 ‘ , ,
’ ‘ ’

, ’ ‘

,工,人勺一而一而

, , ,

⋯
, , 。

, 众 , ,

⋯
,

, 。
,

⋯
, , ,

⋯
, ,‘

护其中 葱

‘一 卜

, ,

⋯
, 一 ,

第 步计算出 孔 与

, ,

⋯
, 一

刀 由定理
,

口一

讼少为 一‘ 艺 。 , , 二

、巩
二

落

一蓉冼‘‘’““

⋯ 玩
二

⋯ 印认 二 临又 二 场玩

口一

一 。艺 “
’

‘

其中犷 歹
,

认 夕
, 玩

‘

同理可得

一

次,为 一 艺
‘ , 。’ ’

·

云

第 步 计算出 叙 现假设有一 个水平的单因子
,

在每个水平下重复做
试验

,

并设在第 乞一 个水平上的效应平均值为 乳 葱
, ,

⋯
, , ,

⋯
由引理 知可取因子 的单位正交对照向量为 ‘,

乃
,

乌 ‘一 卜 于是由定理 可得

助 艺艺二恢 ,一 瓦 ’

云

口一 一 一 一

。艺
’‘。·

二艺
‘ , 。

’

艺艺
‘ , ‘一 卜 ,

’ ,
·

‘ 板 落

于是由体 和 式
,

一 一

饥一 , ⋯ 一 凡 。 。艺艺
‘ , ‘一 卜 。’ ·

云

艺艺

又
已

艺艺饥饥一 歹 叙 。 。 参见【
坛二

所以
一 一

, , 一 艺艺
, , 卜 卜 。’ ’

·

云
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初看上面的等式感觉有些不可思议
,

但是由下面的解释我们就会认为 式剐反符合情理

的 由

, , ‘一 卜 , 勺 万 ⋯ 众 , 。万一。 , 巩

⋯
。勺 歹

。 十 ⋯ 玩‘

二‘ , , 万 ⋯ 夕。歹 匀 歹
,

⋯
。

玩 ⋯ 夕。玩。 ,

⋯ 乳卜

⋯ 匀 巩

可以看出
,

表达式 勺 玩 二 。玩 是在因子 的第‘个水平下因子 的诸水平的一个

对照
,

从而该式可理解为 在 的第 葱个水平下的一个条件主效应
,

从而 , ‘一 卜 、矿

的含义就是对 在 的每个水平下的条件主效应再求对照
,

即是 的一个 文互效应
第 步 由 二 肠 一 叙 一 几 一 匀 得到残差平方和 又

,

其中

一 艺艺艺 、。一 瓦
·

感二 二

第 步进行相关的分析
利用表 进行上述步骤会方便一些 表 中每个因子下各向量列与观测均值向量的内

一

积的平方和再乘以重复次数 二
,

就是该因子的平方和 例如 几 二 川
‘ “ 而表

中每个因子下面的各向量列与观测均值向量的内积就是该列对应的 效应 例如 对应
的效应是

‘ , ,

农 两因子平方和的对照向最分解

”
’

一 、卜

观侧均值
甘

,二,几,舀

⋯
一︸由

由

一 ,

一 ,

几一

云‘一
,

亡卜
,

己 一 。一 ,

乙。 一 ‘一 ,

乃一坛幼一灿

、 。。 二。。 〔。 〕
, 。。

⋯
。

,
。 。

瓜
。 。‘卜

, 。。

⋯
‘、

瓜
。 ‘

二
‘ 〔卜 一

。吞 ‘

注 对线性统计模型

, 口
, 。 、凡

, 。 ,

其中设计阵 , ,

⋯
,

卜
, ,

的单位向量
,

口的最小二乘估计为

口二

⋯
,

几一 , ,

⋯
,

与卜 一 ,

因为 的列是两两正交

‘ 一‘ ‘。, ‘。

由此可知
,

在这样选择的设计阵下所得到的最小二乘估计就是各因子所对应的效应

分解

应用示例

本节我们看三个例子
,

分别考虑二水平
、

三水平及混水平情形两因子平方和的正交对照
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例 二水平情形 设二水平因子
,

的线性统计模型为
,

其中
,

取
“ 一 ‘ 一 六

, 一
六

‘ ,

则由引理 得

”一

瑞, 分
一

分
一

御
‘ 一

以
, 一

合
, 一

告
一

击嗬
一

翁言
一

御
‘ 一

伶
一 ,

告
, 一

告
一

告
, 一 , 一 ,

告
‘

·

对应于表
,

我们有下面的表

农 二水平因子平方和的对照向量分解
观侧均值

兰
一翔一翔一翔乙一︷︷

、

该表中
,

每个因子下面的向量与观测均值的内积就是该因子的主效应
,

例如

,

一 告
、 , 一

告、
, 一 、一 ,

二

就是因子 的主效应
,

它的平方和为

凡 。 ‘。
万气, “ 玩 一 玩 一 巩 “

同理可以计算
,

的效应和因子 效应 平方和

例 三水平情形 设三水平因子
,

的线性统计模型为
,

其中 二 ,

取

·

一冼“
, , 一‘ , 一 击

, “
, 一

瑞
。

一去
‘, 一 ,

‘ ,一 去 兰 上丫

而
,

而

则
,

不 不
,

不
,

不
, 。, 。, 。, 一而

, 一不
, 一不

’

土 上 土 上 选
办 、而

’

倾
’

而
’

而
几 选 上 上 上丫

而
’

而
’

而
,

而
’

而

不
, , 一而

上、
’

而

一梅一 万戈而
,

乃 上了
办 、而

,

而
,

而
,

而
,

而
,

而
,

而
,

而

苍
, , 一 , , , , 一 , , ‘ ,
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, 一 , , , , , 一 , , 一 ‘,

卷

而而
儿 一 而而 ‘, , 一‘, 一 ,

”, “ , ‘, , 一‘

石‘ 一 而而 ‘, 一“, ‘, 一“ , , 一 , ‘, 一“ , ‘
‘ ·

该三水平因子平方和的对照向量分解见表

农 三水平因子平方和的对照向最分解

观侧均值值
刀刀 乃乃

一 一 一

一 一 一

一 一 一 百

一 一

一 一 一

一一 一 一 斟

一一 一 一

一一 一 一 一

注意的是表 中的每一列对照向量还要除以它的长度 由表 我们可以清楚地看出此
种对照的选法对应着线性二次系统 见 类似于例 中的方法可以求出各因子的效应以

及效应的平方和
例 混水平情形 设混水平因子

,

的线性统计模型为
,

其中
,

可
认为原来一共有三个独立的二水平因子

, , ,

见表
,

其中 是由前两个因子
,

及其交
互效应列 替换而来【“一 ,

为第三个因子 表 中括号内为替换前的因子
,

该表中除
列以外的其它 个因子列构成一个饱和正交表 见 【

,

由前面的分析
,

可以分
解为三个相互正交对照的平方和

,

且这三个对照与
, , ,

列对应的对照正交
,

于是
这三个对照就是

, ,

列对应的对照
,

因而 凡 凡
,

该结果可以用来
简化 叙 的计算

农 混水平因子正交表
目

侈八‘曰几

姗
。

小结

本文给出了对方差分析模型中的因子平方和进行正交对照分解的方法
,

并结合例子进
行了分析解释 从上面的例子可以看出该方法给方差分析带来了许多方便

,

无论是多水平
的还是混水平的 另外利用正交对照生成的设计阵求出的最小二乘估计就是我们所关心的
效应

,

所以在实际建模中可以事先选定这样的设计阵 多水平情形交互效应的计算也和两
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水平情形一样
,

通过因子主效应的对照向量
,

可以直接计算出交互效应的对照向量
,

进而求
出相应的交互效应

,

并且这种计算方法有助于对交互效应的理解

致谢 作者衷心感谢审稿人提出的宝贵建议
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